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Аннотация

В статье излагаются принципы работы одноосного вибрационного микрогироско-
па. Приведена математическая модель одномассового устройства, описаны различные
режимы его работы, указаны соотношения, связывающие подлежащую измерению ве-
личину (угол поворота или соответствующую проекцию угловой скорости) с обобщён-
ными координатами чувствительной массы. Подробно рассмотрены различные режимы
функционирования прибора: один режим вынужденных колебаний (для измерения уг-
ловой скорости) и два режима собственных колебаний (для измерения угла поворота
и для измерения угловой скорости). Предложена методика для идентификации пара-
метров неравножёсткости подвеса чувствительной массы.

Abstract

D. I. Bugrov, Single-axis vibratory gyroscope, Fundamentalnaya i prikladnaya mate-
matika, vol. 11 (2005), no. 8, pp. 149—163.

The paper deals with the principles of single-axis vibratory gyroscope operation.
A mathematical model for single-mass vibratory gyroscope and some modes of its oper-
ations are considered, relations between measured values (angle of rotation or angular
rate) and sensitive mass generalized coordinates are described. Some details for the forced
oscillations mode used in measuring of the angular rate and for two modes of natural
oscillations used in measuring of rotational angle and angular rate are described. New
method for identification of anisoelasticity in single-axis vibratory gyroscope is suggested.

Принцип работы вибрационных гироскопов основан на измерении кориоли-
сова ускорения. Возможно, впервые этот принцип был использован Фуко [16]
(1851 г.) для доказательства вращения Земли. Первым вибрационным гироско-
пом принято считать гиротрон, разработанный в начале 50-х годов прошлого
века [15]. В 1960-е и 1970-е годы было запатентовано значительное число ана-
логичных (т. е. основанных на измерении кориолисова ускорения) устройств,
не получивших, однако, широкого распространения. Современный уровень раз-
вития технологий позволяет производить вибрационные гироскопы, сочетающие
малые размеры и низкую стоимость с приемлемой точностью определения угло-
вой скорости [14].
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1. В качестве одноосного вибрационного гироскопа будем рассматривать ме-
ханическую модель, предложенную в [24]: чувствительная масса— материаль-
ная точка массы m, совершающая колебания в плоскости Oxy под действием
упругих сил Fupx, Fupy, действующих в направлениях осей Ox и Oy соответ-
ственно, сил вязкого трения Fvx, Fvy, а также внешней вынуждающей силы
F = (Fx, Fy), действующей в плоскости Oxy. Ось Oz дополняет систему ко-
ординат Oxyz до правой. Жёстко связанная с гироскопом система координат
Oxyz вращается относительно инерциальной системы Mξηζ с абсолютной уг-
ловой скоростью Ω = (Ωx,Ωy,Ωz), а абсолютное линейное ускорение точки O
равно W = (Wx,Wy,Wz) (оба вектора заданы своими проекциями на оси систе-
мы Oxyz). Начало координат— точка O— соответствует положению равновесия
чувствительной массы в случае F (t) ≡ 0, W (t) = Ω(t) ≡ 0. Считая упругие силы
пропорциональными смещениям,

Fupx = kxxx + kxyy, Fupy = kxyx + kyyy,

а силы вязкого трения пропорциональными скоростям смещений чувствительной
массы,

Fvx = rxẋ, Fvy = ry ẏ,

получаем уравнения движения чувствительной массы

ẍ + Wx +
rx

m
ẋ +

(
kxx

m
− Ω2

y − Ω2
z

)
x + kxyy + ΩxΩyy − Ω̇zy − 2Ωz ẏ =

Fx

m
,

ÿ +
ry

m
ẏ + Wy +

(
kyy

m
− Ω2

x − Ω2
z

)
y + kxyx + ΩxΩyx + Ω̇zx + 2Ωzẋ =

Fy

m
.

(1)

Рассмотрим случай равножёсткого подвеса чувствительной массы:

kxx = kyy = k > 0, kxy = 0.

Пусть
k

m
= ω2

n,
rx

m
=

ry

m
= ε � 0, Ωx = Ωy = Wx = Wy ≡ 0.

Тогда точки M и O совпадают, положение системы Oxyz относительно системы
Oξηζ определяется углом ϕ(t), при этом ϕ̇(t) = Ωz(t) (рис. 1) и уравнения (1)
примут вид

ẍ + εẋ + (ω2
n − Ω2

z)x − Ω̇zy − 2Ωz ẏ =
Fx

m
,

ÿ + εẏ + (ω2
n − Ω2

z)y + Ω̇zx + 2Ωzẋ =
Fy

m
.

(2)

Конструкция вибрационного гироскопа позволяет получать информацию
о текущих значениях x, y, ẋ, ẏ. На основании этой информации вибрацион-
ный гироскоп может измерять либо угловую скорость Ωz, либо угол поворота

основания ϕ(t) =
t∫

t0

Ωz(τ) dτ .
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Рис. 1

2. Режим измерения постоянной угловой скорости. В этом случае вхо-
дящая в уравнения (2) угловая скорость считается постоянной, Ωz(t) ≈ const.
Поскольку уравнения (2) линейны, их решение представляется в виде суммы
однородного и частного решений, причём решение однородной системы экспо-
ненциально стремится к нулю в случае ωn > Ωz, ε > 0. Пусть вынуждающая
сила F (t)/m периодическая: Fx = 0, Fy/m = f sin(ωt+ϕ1). В этом случае част-
ное решение системы (2) (при указанных выше предположениях) ищем в виде
вынужденных колебаний с частотой вынуждающей силы ω, а так как ε �= 0,
то iω не является корнем характеристического уравнения для (2) и резонанс не
наступает. Поэтому частное решение уравнений (2) ищем в виде

xp = A cos(ωt + ϕ3), yp = C cos(ωt + ϕ2). (3)

Пусть ϕ1 таково, что ϕ2 = 0. Тогда [18]

A =
2ΩzCω√

(ω2 + Ω2
z − ω2

n)2 + ε2ω2
, ϕ3 = tg−1 ω2

n − ω2 − Ω2
z

εω
. (4)

Выбирая частоту вынуждающей силы ω = ωn, для случая Ω2
z � εωn получа-

ем [18]
xp

C
≈ 2Ωz

ε
, ϕ3 ≈ 0, (5)

т. е. отношение амплитуд колебаний по осям Ox и Oy пропорционально
угловой скорости вращения основания вибрационного гироскопа.
В [18] указано, что описанная выше модель оказывается чувствительной

к малым вариациям параметров системы. Там же предлагается изменить схему
устройства, добавив дополнительную рамку для уменьшения указанной чув-
ствительности. В [10] изучается вопрос о влиянии линейных ускорений осно-
вания на погрешности определения угловой скорости виброгироскопа с такой
дополнительной рамкой. Для ослабления такого влияния можно объединить
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в один блок пару чувствительных масс, колеблющихся в противофазе [12]. Виб-
рационные микрогироскопы, реализующие подобную схему, в настоящее время
серийно изготовляются, например, фирмой «Analog Devices» [25].
Также имеется возможность измерять угловую скорость при помощи ротор-

ного (дискового) микромеханического гироскопа. Его чувствительным элемен-
том является диск, совершающий угловые колебания вокруг своей оси. В такой
конструкции амплитуда колебаний по выходной оси гироскопа пропорциональна
угловой скорости основания (подробнее см. [5, 11]).

3. Режим измерения угла поворота. В этом случае угловая скорость также
полагается постоянной, Ω(t) ≈ const, при этом в отличие от предыдущего случая
трением пренебрегают, ε = 0, и вынуждающая сила отсутствует, F (t) ≡ 0. Таким
образом, изучаются только собственные колебания. Кроме того, считается, что
Ω2

z � ω2
n. При указанных предположениях уравнения (1) можно записать в виде

ẍ + ω2
nx − 2Ωz ẏ = 0,

ÿ + ω2
ny + 2Ωzẋ = 0.

(6)

Легко проверить, что если Ωz = 0, то решение уравнений (6) представляется
как [20]

x = a cos ϕ cos θ − b sin ϕ sin θ,

y = a sin ϕ cos θ + b cos ϕ sin θ,

ẋ = −ωna cos ϕ sin θ − ωnb sin ϕ cos θ,

ẏ = −ωna sin ϕ sin θ + ωnb cos ϕ cos θ,

θ = ωnt + γ0.

(7)

На плоскости Oxy соотношения (7) задают эллипс с полуосями a и b, угол ϕ
задаёт ориентацию эллипса, угол γ0 определяется начальными условиями для
уравнений (6). Из (7) нетрудно получить, что

tg 2ϕ =
2(ω2

nxy + ẋẏ)
ω2

n(x2 − y2) + (ẋ2 − ẏ2)
. (8)

В [7] показано, что при Ωz �= 0 соотношение (7) можно рассматривать как
замену переменных {x, y, ẋ, ẏ} → {a, b, ϕ, γ0}, причём при малых амплитудах
колебаний (и наличии дополнительных стабилизирующих сигналов в правых
частях уравнений (6)) величины a, b, ϕ и γ0 являются медленно меняющими-
ся, так что равенство (8) выполняется, что и позволяет определять изменение
угла ϕ, т. е. измерять угол поворота основания гироскопа относительно началь-
ного положения.
Влияние различного рода погрешностей и способы их компенсации для виб-

рационных гироскопов указанного типа обсуждаются в [7, 17,20,23].

4. Режим измерения нестационарной угловой скорости. Возможен и дру-
гой подход к задаче определения угловой скорости основания— на основе ана-
лиза собственных, а не вынужденных (как в пункте 1) колебаний чувствитель-
ной массы. Во-первых, можно вычислять угловую скорость через приращения
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измеренного в соответствии с пунктом 2 угла поворота. Во-вторых, можно стро-
ить дополнительные стабилизирующие сигналы (обеспечивающие устойчивость
формы колебаний чувствительной массы) в правых частях уравнений (6) спе-
циального вида, при этом сигнал в одном из контуров управления оказывается
пропорциональным искомой угловой скорости основания виброгироскопа [9].
Возможен и третий подход, основанный на получении явного вида решения
уравнений (2) при ε = 0 (т. е. при отсутствии трения) и F (t) ≡ 0 (режим
собственных колебаний) [3]. Уравнения (2) примут вид

ẍ + (ω2
n − Ω2

z)x − Ω̇zy − 2Ωz ẏ = 0,

ÿ + (ω2
n − Ω2

z)y + Ω̇zx + 2Ωzẋ = 0.
(9)

Пусть ориентация связанной с гироскопом системы координат Oxyz относи-
тельно инерциальной Oξηζ задаётся ортогональной матрицей Φ(t):

x
y
z


 = Φ


ξ

η
ζ


 =


 cos ϕ(t) sin ϕ(t) 0
− sin ϕ(t) cos ϕ(t) 0

0 0 1





ξ

η
ζ


 . (10)

В инерциальной системе координат Oξηζ уравнения движения чувствительной
массы примут вид

mξ̈ = Fξ, mη̈ = Fη, (11)

где
Fξ = cos ϕFx − sin ϕFy, Fx = −kx,

Fη = sin ϕFx + cos ϕFy, Fy = −ky.
(12)

Подставляя в (11) соотношения (10), (12), получаем

mξ̈ = −kξ, mη̈ = −kη, (13)

т. е. уравнения (9) являются приводимыми (подробнее о приводимых уравнениях
см. [13]).
Получаем известный [6] результат: движение чувствительной массы виб-

рационного гироскопа в инерциальных координатах не зависит от вида Ωz(t)
(и ϕ(t)) и представляет собой колебания с частотой ωn =

√
k/m, амплитуда

которых определяется только начальными условиями:

ξ = C1 sin ωnt + C2 cos ωnt,

η = C3 sin ωnt + C4 cos ωnt.
(14)

Подставляя в (10) соотношения (14), получаем

x = C1 sin ωnt cos ϕ + C2 cos ωnt cos ϕ + C3 sin ωnt sin ϕ + C4 cos ωnt sin ϕ,

y = −C1 sin ωnt sin ϕ − C2 cos ωnt sin ϕ + C3 sin ωnt cos ϕ + C4 cos ωnt cos ϕ,
(15)

или, что то же самое,
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x =
C1 + C4

2
sin(ωnt + ϕ(t)) +

C1 − C4

2
sin(ωnt − ϕ(t)) +

+
C2 − C3

2
cos(ωnt + ϕ(t)) +

C2 + C3

2
cos(ωnt − ϕ(t)),

y =
−C2 + C3

2
sin(ωnt + ϕ(t)) +

C2 + C3

2
sin(ωnt − ϕ(t)) +

+
C1 + C4

2
cos(ωnt + ϕ(t)) +

−C1 + C4

2
cos(ωnt − ϕ(t)),

(16)

т. е. собственные колебания чувствительной массы вибрационного гироскопа
в связанной системе координат Oxyz представляют собой комбинацию синусов
и косинусов от суммы ωnt + ϕ(t) и разности ωnt − ϕ(t).
Окончательно получаем уравнения движения чувствительной массы в виде

x = A sin(ωnt + ϕ(t)) + B cos(ωnt + ϕ(t)) +
+ D sin(ωnt − ϕ(t)) + E cos(ωnt − ϕ(t)),

y = −B sin(ωnt + ϕ(t)) + A cos(ωnt + ϕ(t)) +
+ E sin(ωnt − ϕ(t)) − D cos(ωnt − ϕ(t)),

(17)

или, исключая в (17) не входящую в (9) величину ϕ(t), в виде

x = A sin
(

ωnt +

t∫
0

Ωz(τ) dτ

)
+ B cos

(
ωnt +

t∫
0

Ωz(τ) dτ

)
+

+ D sin
(

ωnt −
t∫

0

Ωz(τ) dτ

)
+ E cos

(
ωnt −

t∫
0

Ωz(τ) dτ

)
,

y = −B sin
(

ωnt +

t∫
0

Ωz(τ) dτ

)
+ A cos

(
ωnt +

t∫
0

Ωz(τ) dτ

)
+

+ E sin
(

ωnt −
t∫

0

Ωz(τ) dτ

)
− D cos

(
ωnt −

t∫
0

Ωz(τ) dτ

)
.

(18)

В частности, из уравнений (18) следует, что искомая величина Ωz(t) входит
в выражения для координат чувствительной массы только как подынтегральная
функция, а непосредственно Ωz(t) появляется только в производных от этих
координат (скоростях чувствительной массы). Поэтому определить Ωz(t) можно,
составив комбинацию из координат x(t), y(t) и, обязательно, скоростей ẋ(t), ẏ(t)
чувствительной массы виброгироскопа.
Например, рассмотрим часто используемую в теории виброгироскопов вели-

чину [23]
H = xẏ − yẋ. (19)
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Подставляя в (19) уравнения (18), имеем

H = −(A2 + B2 + D2 + E2)Ωz + ωn(D2 + E2 − A2 − B2) +
+ 2((AD − BE) cos(2ωnt) − (BD + AE) sin(2ωnt)), (20)

откуда, учитывая равенство

x2+y2 = A2+B2+D2+E2+2((BE−AD) cos(2ωnt)+(BD+AE) sin(2ωnt)), (21)

получаем Ω(t) в виде

Ωz(t) = −H + ωn ∗ (A2 + B2 − D2 − E2)
x2 + y2

, (22)

где A, B, D и E определяются по начальным условиям

A =
1
2

(
y(0) +

ẋ(0)−Ωz(0)y(0)
ωn

)
, B =

1
2

(
x(0) − ẏ(0)+Ωz(0)x(0)

ωn

)
,

D =
1
2

(
−y(0) +

ẋ(0)−Ωz(0)y(0)
ωn

)
, E =

1
2

(
x(0) +

ẏ(0)+Ωz(0)x(0)
ωn

)
,

A2 + B2 − D2 − E2 = − ẏ(0)x(0) + Ωz(0)x2(0)
ωn

.

(23)

В частности, если в начальный момент времени или колебания происходят по на-
правлению оси x (ẏ(0) = 0) и начальная угловая скорость равна нулю (Ω(0) = 0),
или начальное смещение по оси x равно нулю (x(0) = 0), то

A2 + B2 − D2 − E2 = 0

и

Ωz(t) = − H

x2 + y2
. (24)

Таким образом, удаётся найти общее решение однородной линейной нестаци-
онарной системы (9) в виде (18). Заметим, что это оказывается возможным
благодаря существованию нестационарной замены переменных

x = cos

t∫
0

Ω(τ) dτξ + sin

t∫
0

Ω(τ) dτη,

y = − sin

t∫
0

Ω(τ) dτξ + cos

t∫
0

Ω(τ) dτη,

(25)

приводящей систему (9) к стационарному виду.
Заметим, что собственные колебания чувствительной массы вибрационного

гироскопа в связанной системе координат Oxyz представляют собой комбина-

цию синусов и косинусов от суммы ωnt+
t∫
0

Ωz(τ) dτ и разности ωnt−
t∫
0

Ωz(τ) dτ .

Отсюда, в частности, следует устойчивость по Ляпунову тривиального решения
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уравнений (2) при любом Ωz(t) (но, конечно, таком, что выполнены условия
теоремы существования и единственности решений для (9)) и невозможность
параметрического по Ωz(t) резонанса [1].
Соотношения (22), (24) показывают принципиальную возможность точного

измерения виброгироскопом нестационарной угловой скорости в режиме соб-
ственных колебаний. Следует, однако, заметить, что указанная возможность
пока носит теоретический характер, так как одной из целей активного управ-
ления вибрационным гироскопом является сведение H к нулю для уменьшения
влияния погрешностей изготовления на точность виброгироскопа [9].
Из уравнений (18) также можно получить фундаментальную матрицу реше-

ний (9), что позволяет аналитически построить частные решения уравнений (9)
при ненулевых правых частях.

5. Точность вибрационного микрогироскопа существенно зависит от его
температуры. С методами соответствующих расчётов можно ознакомиться по
[2,4,21].

6. Как указывалось выше, в идеальном случае равножёсткого подвеса

kxx = kyy = k = const, kxy = 0, (26)

однако добиться этого в процессе производства виброгироскопов очень трудно.
Для компенсации неидеальности изготовления виброгироскопа (в частности,
невыполнения условий (26)) к чувствительной массе прилагается специальная
управляющая сила (подробнее об этом см. [7, 23]). Кроме того, возникает от-
дельная задача об идентификации параметров kxx, kyy, kxy.
К настоящему времени предложено несколько способов решения указан-

ной задачи. В [7] предлагается идентифицировать параметры виброгироскопа
(и, в частности, kxx, kyy, kxy) на основе измерения различных составляющих
управляющих сил, которые, в свою очередь, строятся по принципу обратной свя-
зи. В [22] параметры идентифицируются с помощью итерационной процедуры
(сходимость которой, однако, не доказана). В [19] предлагается метод, основан-
ный на статистическом анализе собственных колебаний чувствительной массы.
Ниже рассматривается альтернативный способ идентификации коэффициентов
жёсткости подвеса виброгироскопа, связанный с измерением вынужденных ко-
лебаний чувствительной массы. Следует заметить, что аналогичный подход в бо-
лее общей постановке применялся ранее в [8].
Если основание виброгироскопа неподвижно в инерциальном пространстве,

а вязкое трение отсутствует, rx = ry = 0, уравнения (1) принимают вид

ẍ +
kxx

m
x +

kxy

m
y =

Fx

m
,

ÿ +
kyy

m
y +

kxy

m
x =

Fy

m
.

(27)

Уравнения (27) — линейные дифференциальные уравнения с постоянными ко-
эффициентами. Если задать внешние вынуждающие силы Fx, Fy в виде гармо-
нических с частотой ω, то в системе (27) возникнут вынужденные колебания
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с той же частотой ω и амплитудами колебаний по x и y, зависящими от искомых
коэффициентов жёсткости подвеса kxx, kyy, kxy.
Следует заметить, что особенностью одноосных интегрирующих виброгиро-

скопов является их высокое качество [23] (в модели (27) трение вообще от-
сутствует). Таким образом, общее решение уравнений (27) при произвольных
начальных условиях представляют собой сумму вынужденных и незатухающих
собственных колебаний. Присутствие последних в общем решении приводит
к погрешностям в измерении параметров вынужденных колебаний. Уменьшить
указанные погрешности можно либо за счёт точного выбора начальных условий,
соответствующих вынужденному решению, что на практике затруднительно,
либо за счёт искусственного снижения качественности системы (т. е. созда-
ния силы трения), в результате чего собственные колебания будут затухать
с течением времени (скорость затухания определяется величиной трения), а из-
менение параметров вынужденного решения можно посчитать, если величина
трения известна.
Будем строить внешние вынуждающие силы по закону

Fx

m
= −εẋ + f sin ωt,

Fy

m
= −εẏ + f sin ωt,

(28)

постоянные величины ω > 0, ε > 0 и f > 0 считаются известными. Тогда все
решения системы (27), (28) асимптотически стремятся к

x(t) = C1 sin ωt + C2 cos ωt,

y(t) = C3 sin ωt + C4 cos ωt,
(29)

где C1, C2, C3, C4 являются функциями от kxx/m, kyy/m, kxy/m, ω, ε, f .
Скорость затухания собственных колебаний определяется величиной ε (за вре-
мя T = 2/ε c амплитуда собственных колебаний по каждой из осей Ox, Oy
уменьшается в e раз).
На плоскости Oxy траектория колебаний чувствительной массы виброгиро-

скопа (29) представляет собой эллипс, параметры которого (дли́ны большой a
и малой b полуосей, а также угол ϕ между большой полуосью эллипса и осью
Ox) определяются величинами kxx/m, kyy/m, kxy/m, ω, ε, f . Поэтому соотно-
шения (29) можно представить в виде [17]

x(t) = a cos(ωt + ϑ0) cos ϕ − b sin(ωt + ϑ0) sin ϕ,

y(t) = a cos(ωt + ϑ0) sin ϕ + b sin(ωt + ϑ0) cos ϕ,
(30)

ϑ0 = const.
Определим энергию колебаний E и кинетический момент H,

E =
ω2(x2 + y2) + ẋ2 + ẏ2

2
, H = xẏ − yẋ, (31)

через которые можно выразить a, b и ϕ [17]:
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a =

√
E +

√
E2 − ω2H2

ω
,

b =

√
E −√

E2 − ω2H2

ω
,

sin 2ϕ =
ω2xy + ẋẏ√
E2 − ω2H2

,

cos 2ϕ =
ω2(x2 − y2) + ẋ2 − ẏ2

2
√

E2 − ω2H2
.

(32)

Величины a, b и ϕ асимптотически стремятся к установившимся значениям.

Как указывалось выше, конструкция вибрационного гироскопа позволяет по-
лучать информацию о текущих значениях x, y, ẋ, ẏ и, соответственно, вычислять
текущие значения E и H. Тогда по формулам (32) можно вычислить a, b и ϕ.
Получим соотношения между искомыми величинами kxx/m, kyy/m, kxy/m, из-
вестными ω, ε, f и измеренными a, b, ϕ. Для этого подставим в уравнения
(27), (28) выражения (30), которые являются частным решением вышеуказан-
ных уравнений. Последние примут вид

(
−ω2a cos ϕ − εωb sin ϕ +

kxx

m
a cos ϕ +

kxy

m
a sin ϕ

)
cos(ωt + ϑ0) +

+
(

ω2b sin ϕ − εωa cos ϕ − kxx

m
b sin ϕ +

kxy

m
b cos ϕ

)
sin(ωt + ϑ0) = f sin ωt,

(
−ω2a sin ϕ + εωb cos ϕ +

kyy

m
a sin ϕ +

kxy

m
a cos ϕ

)
cos(ωt + ϑ0) +

+
(
−ω2b cos ϕ − εωa sin ϕ +

kyy

m
b cos ϕ − kxy

m
b sin ϕ

)
sin(ωt + ϑ0) = f sin ωt.

(33)
Уравнения (33) должны выполняться в любой момент времени. Поэтому в силу
линейной независимости функций sin и cos получаем

−ω2a cos ϕ − εωb sin ϕ +
kxx

m
a cos ϕ +

kxy

m
a sin ϕ = −f sin ϑ0,

ω2b sin ϕ − εωa cos ϕ − kxx

m
b sin ϕ +

kxy

m
b cos ϕ = f cos ϑ0,

−ω2a sin ϕ + εωb cos ϕ +
kyy

m
a sin ϕ +

kxy

m
a cos ϕ = −f sin ϑ0,

−ω2b cos ϕ − εωa sin ϕ +
kyy

m
b cos ϕ − kxy

m
b sin ϕ = f cos ϑ0.

(34)

Уравнения (34) линейны по неизвестным kxx/m, kyy/m, kxy/m, но нелинейны
по ϑ0. Исключить последнюю можно, переходя к следствию из уравнений (34):
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− ω2a cos ϕ − εωb sin ϕ +
kxx

m
a cos ϕ +

kxy

m
a sin ϕ =

= −ω2a sin ϕ + εωb cos ϕ +
kyy

m
a sin ϕ +

kxy

m
a cos ϕ,

ω2b sin ϕ − εωa cos ϕ − kxx

m
b sin ϕ +

kxy

m
b cos ϕ =

= −ω2b cos ϕ − εωa sin ϕ +
kyy

m
b cos ϕ − kxy

m
b sin ϕ,

(
−ω2a cos ϕ − εωb sin ϕ +

kxx

m
a cos ϕ +

kxy

m
a sin ϕ

)2

+

+
(

ω2b sin ϕ − εωa cos ϕ − kxx

m
b sin ϕ +

kxy

m
b cos ϕ

)2

= f2.

(35)

Из первых двух уравнений системы (35) выразим kxx/m и kyy/m через
kxy/m. Найденные таким образом соотношения

kxx

m
=

kxy

m
+ ω2 +

εω

2ab
(a2 + b2 − (a2 − b2)(cos 2ϕ + sin 2ϕ)),

kyy

m
=

kxy

m
+ ω2 − εω

2ab
(a2 + b2 + (a2 − b2)(cos 2ϕ − sin 2ϕ))

(36)

подставим в третье уравнение системы (35). Получим квадратное относительно
kxy/m уравнение

(a2 + b2 + (a2 − b2) sin 2ϕ)
(

kxy

m

)2

+
(

ab − a4 + b4

2ab

)
εω sin 4ϕ

kxy

m
+

+
ε2ω2

16a2b2

(
2(a2 + b2)3 + 8a2b2(a2 + b2) − 2(a2 − b2)2(a2 + b2) cos 4ϕ −

− (a2 − b2)(3(a2 + b2)2 + 4a2b2) sin 2ϕ + (a2 − b2)3 sin 6ϕ
) − f2 = 0. (37)

Таким образом, из уравнений (36), (37) можно найти kxx/m, kyy/m, kxy/m при
известных ω, ε, a, b, ϕ.
Во многих случаях вместо величин kxx/m и kyy/m нужно знать «номиналь-

ную собственную частоту» и «неравножёсткость» [19]:

ω2
n =

kxx + kyy

2m
, h =

kxx − kyy

2m
. (38)

Используя соотношения (36) и (38), получаем

h =
εω

2ab
(a2 + b2 − (a2 − b2) sin 2ϕ),

kxy

m
= ω2

n − ω2 +
εω

2ab
(a2 − b2) cos 2ϕ.

(39)

Подстановка выражений (38), (39) в третье уравнение системы (35) приводит
к квадратному относительно ω2

n − ω2 уравнению
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(a2 + b2 + (a2 − b2) sin 2ϕ)(ω2
n − ω2)2 +

(a4 − b4)εω cos 2ϕ

ab
(ω2

n − ω2) +

+
(a2 + b2)2ε2ω2(a2 + b2 − (a2 − b2) sin 2ϕ)

4a2b2
− f2 = 0. (40)

Заметим, что, во-первых, при решении квадратного уравнения (40) получа-
ются, вообще говоря, два различных решения ω2

n и, соответственно, два раз-
личных kxy/m. Нужно провести по крайней мере два испытания (с разными
значениями ω) и выбрать повторяющееся ω2

n. Во-вторых, из соотношения (39)
следует, что h � 0, т. е. kxx/m � kyy/m. Если реальное h меньше 0, т. е.
kxx/m < kyy/m, то реальные значения kxx/m, kyy/m, kxy/m не удовлетворяют
равенствам (34).
По-видимому, указанные особенности связаны с тем, что параметриза-

ция (30) траектории колебаний чувствительной массы виброгироскопа на плос-
кости Oxy не единственная. Наряду с ней можно ввести «симметричные» к (30)
соотношения

x(t) = a cos(ωt + ϑ0) sin ϕ + b sin(ωt + ϑ0) cos ϕ,

y(t) = a cos(ωt + ϑ0) cos ϕ − b sin(ωt + ϑ0) sin ϕ,
(41)

ϑ0 = const. Из соотношений, аналогичных (31), (32), находим a, b и ϕ. Подстав-
ляя в уравнения (27), (28) выражения (41), получаем

−ω2a sin ϕ + εωb cos ϕ +
kxx

m
a sin ϕ +

kxy

m
a cos ϕ = −f sin ϑ0,

−ω2b cos ϕ − εωa sin ϕ +
kxx

m
b cos ϕ − kxy

m
b sin ϕ = f cos ϑ0,

−ω2a cos ϕ − εωb sin ϕ +
kyy

m
a cos ϕ +

kxy

m
a sin ϕ = −f sin ϑ0,

ω2b sin ϕ − εωa cos ϕ − kyy

m
b sin ϕ +

kxy

m
b cos ϕ = f cos ϑ0.

(42)

Исключая переменную ϑ0 и выполнив замену (38), получаем аналогичные (39)
соотношения

h = − εω

2ab
(a2 + b2 − (a2 − b2) sin 2ϕ),

kxy

m
= ω2

n − ω2 +
εω

2ab
(a2 − b2) cos 2ϕ,

(43)

для разности ω2
n − ω2 выполняется, как и ранее, уравнение (40).

Заметим, что из соотношения (43) следует h � 0, т. е. kxx/m � kyy/m. Если
реальное h больше 0, т. е. kxx/m > kyy/m, то реальные значения kxx/m, kyy/m,
kxy/m не удовлетворяют равенствам (43).
Таким образом, можно предложить следующую методику для идентифика-

ции параметров kxx/m, kyy/m, kxy/m.

1. Выбираем величину ε > 0, входящую в уравнения (39), (40), (43) и опре-
деляющую затухание собственных колебаний чувствительной массы виб-
рогироскопа.
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2. Вводим чувствительную массу виброгироскопа в режим вынужденных ко-
лебаний, формируя вынуждающие силы по закону (28).

3. Находим (в соответствии с (31), (32)) установившиеся значения E, H,
a, b, ϕ. При этом разница между движениями (30) и (41) следующая:
величины E, a, b одни и те же, значения H одинаковы по абсолютной
величине и имеют разный знак, величины ϕ в сумме дают π/2.

4. В соответствии с формулами (39), (40), (43) вычисляем четыре тройки
h, kxy/m, ω2

n.
5. Повторяем пункты 1—4, получаем ещё четыре тройки h, kxy/m, ω2

n.
6. Повторившаяся в обоих испытаниях тройка h, kxy/m, ω2

n является реше-
нием.

7. Определяем величины kxx/m, kyy/m по формулам (38).

7. Численный эксперимент. Численный эксперимент проводился в среде
Matlab 6.1. Использовались следующие значения параметров, входящих в урав-
нения (27), (28): f = 1, ε = 2, начальные значения переменных нулевые, т. е.
решение не совпадает с вынужденными колебаниями. Измерения проводились
через 30 периодов вынужденных колебаний, шум в измерениях отсутствовал.
В первом случае идентифицировалась система с h = 0,5, ω2

n = 10,45,
kxy/m = 0,5. Вынужденные колебания имели частоту ω, равную 3 и 4 рад/с.
В соответствии с формулами (39), (40), (43) были получены следующие резуль-
таты.

ω h ω2
n kxy/m

3 0,5 8,5064 −1,4436
3 0,5 10,45 0,5
3 −0,5 7,55 −0,5
3 −0,5 9,4936 1,4436

ω h ω2
n kxy/m

4 0,5 10,45 0,5
4 0,5 15,485 5,535
4 −0,5 16,515 −5,535
4 −0,5 21,55 −0,5

Одна и та же идентифицированная тройка h = 0,5, ω2
n = 10,45, kxy/m = 0,5

присутствует в обоих испытаниях и совпадает с искомыми значениями.
Во втором случае идентифицировалась система с h = −0,5, ω2

n = 10,45,
kxy/m = 0,5. Как и ранее, вынужденные колебания имели частоту 3 и 4 рад/с.
В соответствии с формулами (39), (40), (43) были получены следующие резуль-
таты.

ω h ω2
n kxy/m

3 0,5 7,55 −0,5
3 0,5 9,4636 1,4436
3 −0,5 8,5064 −1,4436
3 −0,5 10,45 0,5

ω h ω2
n kxy/m

4 0,5 16,515 −5,535
4 0,5 21,55 −0,5
4 −0,5 10,45 0,5
4 −0,5 15,485 5,535
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Как и предыдущем примере, одна и та же идентифицированная тройка
h = −0,5, ω2

n = 10,45, kxy/m = 0,5 присутствует в обоих испытаниях и сов-
падает с искомыми значениями.
Конечно, использованные в численном примере значения параметров— мо-

дельные. На практике величина ωn порядка 10000 Гц. В этом случае для по-
вышения точности вычислений лучше перейти к безразмерному времени τ = ωt
или τ = ωnt, соответственно изменятся некоторые коэффициенты в (27)—(43).
Кроме того, в любой реальной системе измерения всегда выполняются

с ошибками. В результате величины a, b и ϕ будут отличаться от своих «иде-
альных» значений, что приведёт к неточному определению h, kxy/m, ω2

n по
формулам (38)—(40), (43) или даже отсутствию решения уравнения (40). В
этом случае при отсутствии систематической погрешности в измерениях можно
использовать в формулах (38)—(40), (43) средние значения a, b и ϕ.
Таким образом, при наличии точной информации об установившемся режиме

вынужденных колебаний чувствительной массы виброгироскопа возможна иден-
тификация параметров жёсткости подвеса на основании двух серий измерений.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты 04-01-00379 и
05-08-50148а).
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